(épreuve esc 2006 éco)
EXERCICE 1

4
1. La méthode du pivot fournit : 1 2 1/|0 -2 1-a||0 -2 1-a
1

et donc P, inversible ssi o = 3

2. (a)
5-2 -8 4 1 -\
A est valeur propre de A ssi A - A | n'est pas inversible. Avec la méthode du pivot 1 -2 0 5-1 -8
1 -\ 0 1
—A 0 1 —A 0 1 A 0
0 -8+A5-4) 4 |]0 1 -rll0 1 -2
0 1 -x)l0 -8+A(5-2) 4 )\0 0 Q@

Donc A est valeur propre de A < Q(A) =0.

(b) Q(1) = 0, on peut donc factoriser Q(x) par x — 1. On obtient
Q(X) = (x — 1)(—x? + 4x — 4) = —(x — 1)(x — 2)°. Les valeurs propres de Asont 1 et 2.

1 1
) E, =Vect (|1]). 1| est libre et engendre E, donc c'est une base de E,
1 1
4 4
E, =Vect (| 2]). 2 |est libre et engendre E, donc c'est une base de E,
1 1

dim(g) + dim(g,) = 2 < dim(R % donc A n'est pas diagonalisable.

3.
(a) f) =y ,f{,)=2v,;
50L0 -8=4+ 20L0
f(\73):\72+2\73c> a, =4 <oy =4
1=1
(b) a, = 3 donc P, estinversible .
0
Comme P, est la matrice de passage de BCa (v, V,, V;), B " est libre.
0
B ' est libre et de cardinal 3, donc c'est une base de R®
9 1 4 4 9 1
() Pl -8[=[1 2 1||-8|=|-1
6 1 1 0 6 1

(d) f(7) =V, , (V) = 2V,, f(Vy) =V, + 2V, donc I\éqt(f) =T

Par formule de changement de base, A = P, T Pa‘l.

0 0
1 0 0
(e) Récurrence : P(0)estvraiecar |0 2° 0.271 =1
o o 2°
1 0 0 1 0 O 1 0 0
T ot T =0 2" n2"tlo 2 1|=|0 2" 2" 4 n2"| donc P(n) = P(n +1)
o o 2" Jlo 0o 2 0 0 on+t



un+3 n+2 n+1 n 5 n+2
(a) Yn+l = Uni2 | T Upi2 =1 0 0 Uy | = AYn
LIn-¢—l L‘|n+l 0 1 0 un
(b) H(0) est vraie car P, Pagl Y, =Y,
Y =AY =AP T"Ply —p TPplp t"ply —p 1" P 1y donc H(n) = H(n +1)
n+1 n aq aq 0 ag ag ag ag 0 ag ag 0
D'aprés 4.(b) et 3.(c) ,
1 0 0 9 1 4 4 9
Y,=P,|0 2" n2"'||-8(=1 2 1] -82"+6n.2""
0 O 2" 6 110 6.2"
donc en identifiant la troisieme ligne, vne N ,u, =9-82" + 6n.2" 1
EXERCICE 2

1) g'®=e"-1doncg®>0=x>0,0KX<0sx<0,0X=0sx=0

lim g(x) = +o lim g(X) = +o
X—>—o0 X —>+00

X -00 0 +00
g'(x) - 0 +
g |to N 1 7 +00

(b) g est strictement décroissante sur ] — oo ; 0 [ et continue sur ce méme intervalle.

g réalise donc une bijectionde ] — ;0 [ sur ] 0;+ o [ (voir limites ).
Or ne]0;+o [car n>2,doncl'équation (E,) admet exactement une solution dans ] — ;0 [, notée o,

De méme g réalise une bijection strictement croissante de ] 0;+ o [ Sur ] 0;+ o [
donc I'équation (E,) admet exactement une solution dans ] 0; + « [ notée B

Enfin 0 n'est clairement pas solution de I'équation (E)
2. (@ g(-1) = 1+% et g(-2) = 2+ L donc g(-1) < 2 < g(-2) Clest-a-dire g(-1) < g(a,) < 9(-2)
e

Or -2, a, , -1 sont strict négatifs et g est strictement decroissante sur ] — ;0 [ donc -2 < a, < -1

(b) e? —2=a,o e"2 ~a, = 2 g(a,) = 2 donc cette égalité est vraie
Récurrence :

P(0) vraie car a, < -1

Sia,<u <-1alors e’ <e <el puise’ ~2<e* —2<e" -2

Or e2-2=a, ,u_ =ek-2 et %—23—1 car %sl

Donc a, <u,,, <-1,et P(k) = Pk +1)

(c) Prenons u(t) = ¢' pour t <-1.0na u'(t)=¢' donc Vt<-1, 0<u ()< %
En utilisant I'AF aveca et b telsque a <b < -1 , ilvient 0 < e® —e? < %(b - a)

(d)  Pour tout entier naturel k, u,_, —a, =e* —2-a, =e’ —e”2 car e”2 —q, = 2



Récurrence
H(0) est vraie car uy —a, = -1 - a, etcomme -2 < a, < -lalors 0 < -1-a, <1]

. k . . . u
Sio<uy -a, < (%) alors comme o, < u, < -1 e 1.(c) sapplique : 0 < e’ —e“2 < %(u

Donc 0 < u,; - a, < 1 (u - o) s%( [ et HK = HEK +1)

1 im (1] =
@ [3]<xdone i 1 o
Par encadrement , kﬂmw u, —a, = 0donc (u),_, estconvergente etde limite o,
. N 1 \N
® Ent(~In(g)) +1 > —In(e) donc N > —In(e) , puis -N < In(c) et e < ¢ donc (E <eg

Partie pointillée du programme : u :=exp(u) - 2 ;

@ g(inn)=n-In(n) or n>1donc g(In(n)) < n
De plus 1 estun minimum absolu pour g ,donc 1 < g(Inn) < n
g(@n2n)) =2n—-1In2n) = n+ (n—-1In(n) —In2)
Or d'aprés ce qui précéde, n —In(n) >1 donc n-1In(n) —In2>1-1In2 >0 ,donc g(In@2n)) > n

(b) Ainsi g(In(n)) < g(B,,) < g(In(2n)) et comme In(n), B,, , In(2n) sont strictement positifs et que

B, _ In@
In(m = Tnn)

est strictement croissante sur ] 0;+ oo [, il vient In(n) < B < In(2n) [1], puis 1 <

Par encadrement, lim Py =1dot B, ~ In(n)
n—+oo | ( ) n—+o0

EXERCICE 3

1. (@) f estcontinue comme fonction classique sur J-o;0[ , [0;R], ] R;+ o[
D'autre part lim f(t) =0 = f(0) et lim f(t) =0 = f(R)
t—>0- t—>R+

Donc f est continue sur ]—»; R] , ] R;+ o[ mais non continue a droite en R

(b)  f estnulle en dehors de [0; R] donc [* f(t)dt converge et vaut szt dt = 5 [t2]§ =1
f est positive sur R , et f estcontinue sur R — {R}.

Finalement f est une densité de probabilité.

2. (@) Fy(x) =0 lorsque x <0, F, (x) =1 lorsque x > R car X(Q) = [0; R]

(b)  Pourtoutréel x de[0;R], Fo(x) = | *, f(et —0+jx2t dt = 1 2] :X_2

3 R
3(a) festnulle horsde [0;R] donc E(X) = [ **t f(t)dt converge et vaut jRZt dt = %[%} = ZTR
R 0

4R 2
(b) f est nulle hors de [0; R] donc E(X?) = [ **t® f(t)dt converge et vaut jo 20 4 _ %{%} = RT
R 0
2 2
Par le théoreme de Koenig-Huyghens, X admet une variance et que V(X) = RT - 4T = T—8

n
4. Par linéarité , E(T)) = 3 Z EX) —21 ZTR =Rdonc T, estun estimateur sans biais de R

K~ 9p)



- indé -9 3 -9 - RZ _R®
Onaalors r(T ) = V(T,) et par indépendance des (X,), V(T,) = " kE:le(Xk) e E:; 18 = 8n

IN

5. (@) Parindépendance des (X,), P(M_ < x) = P(X; < x) P(X, <x) - P(X, <x) = (Fx(x))”

2\
(X—j ,5|x>R,FMn(x)=1

DOHCSIX<O,FMH(X):O,SIOSXSR,FMn(X) "

F,, estcontinue comme fonction classique sur]— 0! 0[ , 10, R, ] R:+ oo[

MH

D'autr rt lim F =0=F lim F =1=F, (R nc F ntin r R
autepattirg_ Mn(t) 0 Mn(O)et le;{u Mn(t) Mn() donc Mr‘estcot ue su

F,, est de classe C; comme fonction classique sur ]— 00 O[ , 10, R[, ] R:+ oo[

MH

Donc F,, estClsur R —{0, R}.Finalement M _ estune variable aléatoire a densite.
n

(b) Par dérivation sur R — {0, R} et complétion arbitraire, une densité possible de M est la fonction g .
(¢) g, estnulle en dehors de [0; R] donc E(M,) = [ g,(t)dt converge et vaut

r20t™ . 2n [tzmr _ R

0 g2 T R™M[2n+1], 2n+1
g, estnulle en dehors de [0; R] donc E(M | 5 = j““tz g,(tdt converge et vaut
R2N t2n+1 it on t2n+2 R o RZ
0 g TR 2n+20_n+1
Par formule de Koenig-Huyghens, M = admet une variance et
2 2
nR 2n R 2 n 4n? n 2
V(M):——( ) =R A___“4 - - N QR
mon+l (2n+1 n+1  (2n+1)>° (n + 1)@2n +1)°
1
d b(M ) = E(M ) - R = ==R_ et (M) =V(M ) + (b(M))? = n R? + =R | = R?
(@ b0 = EM) R = 5y et ra) VM) ¢ G = ety = aens
RZ
6. a) b(Mn)n;ﬂO o et r(Mn)HmF

(b) T, aun meilleur biais et M~ a un meilleur risque quadratique.



